
 

 

  
  جبرخطي كاربردي

  12درس  
  تجزيه مقادير منفرد
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 (Singular Value)مقدار منفرد 
nmA براي ماتريس- ×،  

TT→  يا نيمه معين ماتريس مثبت معين  AAAA ,  
  متقارن - 1
   ويژه حقيقي و غير منفيمقادير - 2
   بردارهاي ويژه متعامد- 3
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 (Singular Value)مقدار منفرد 

  

  AAT ماتريسجذر مقادير ويژه برابر است با A ماتريسمقادير منفرد
  2مثال

   بصورت زير است،Aمقادير منفرد ماتريس
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  . وجود داردsvds(A,k) و svd(A) دستور MATLAB در نرم افزار -
  
 

  دهاكاربر
  

   بدست آوردن رتبه ماتريس-
 ill condition و تشخيص سيستم هاي )  (condition number محاسبه عدد حالت ماتريس-
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  بدست آوردن رتبه ماتريس بر اساس مقادير منفرد 
   با تعداد مقادير منفرد غير صفر آن ماتريس  استبرابررتبه يك ماتريس 

  3مثال
   سه است،B رتبه ماتريس دو و رتبه ماتريسAمقادير منفرد ماتريسبا توجه به 
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  (Condition Number)عدد حالت يا عدد شرطي محاسبه 

  

nmAبراي ماتريس  حالتعدد  نسبت بزرگترين مقدار منفرد به كوچكترين مقدار منفرد را ×
  ماتريس مي نامند،
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 well condition   خوش حالت  ←  باشد  مقدار كوچكيκاگر 
  بردارهاي ستوني ماتريس بخوبي مستقل خطي هستند

  

 ill condition    حالتبد   ←  مقدار بزرگي باشد κاگر 
  .دن استبردارهاي ستوني ماتريس نزديك به وابستگي خطي هستند و ماتريس در حال منفرد ش

  . زياد استAخطاي محاسباتي در معكوس كردن ماتريس 
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   در بررسي ميزان حساسيت دستگاه معادلاتكاربرد عدد حالت                       5مثال
  

  فرض كنيد نتايج انجام يك سري آزمايشات تجربي منجر به بدست آمدن چنين دستگاه معادلات ماتريسي گردد، 
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09170.1از آنجائيكه  ≠−=A،است، مي توان آن را بصورت زير حل كرد   
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حال اگر اين نتايج حاصل از يك اندازه گيري از يك آزمايش عملي باشد، در اينصورت اين احتمال وجود دارد كه 
  با اين فرض نتايج را مجدداً بررسي مي نماييم،. برخي از ارقام را به منظور سهولت در محاسبات گرد كنيم
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  . همانطور كه مشاهده مي شود ، نتايج بطور چشمگيري تغيير نموده است
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  بررسي علت موضوع
  
   را بدست مي آوريم،A مقادير منفرد ماتريسابتدا 
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0002.0,0000.100,0004.100 321 === σσσ  

   را بدست آوريم،حال عدد حالت

1102164.5
0002.0
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σ
σκ A  

  
در اين صورت اعمال تغييرات .  نزديك به منفرد شدن استA مقدار بسيار بزرگي است، لذا ماتريس عدد حالت

  . مي شودxر سبب بروز خطاي بزرگي در برداbبسيار كوچكي در بردار
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  ، را در نظر بگيريددستگاه معادلات خطي زير -
bxbx 1

11
−

××× =→= AA nnnn 
 

 باشد، در اينصورت اين ∆b شامل نويز يا خطاهاي محاسباتي ناشي از گرد كردن مانندb اگر-
  هر خواهد شد،خطا بصورت زير در پاسخ  ظا

bxb)(bxx ∆=∆→∆+=∆+ −− 11 AA  
  

  از اين رابطه مي توان نتيجه گرفت،

bx ∆≤∆ −1A  
  

   . مقدار كوچكي داشته باشد∆b اگر ، كوچك است∆xمقدار   ← هاي كوچك   A−1براي -
  . مقدار كوچكي باشد∆b حتي اگر ، بزرگ است∆x مقدار  ← هاي بزرگ     A−1براي -
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 (Singular Value Decomposition) بر اساس مقادير منفرد  هاتجزيه ماتريس
  

nmA براي ماتريس-   ،k با رتبه×
TVUA Σ=  

  
  m×m                ماتريس متعامد n×n       ماتريس متعامد                 

    AATبردار ويژه                         ATA     بردار ويژه                       
  

   با عناصر قطري مقادير منفردm×nماتريس 
  

0,0

),,(diag

121

1

===>≥≥≥

=Σ

+

×

pkk

pnm

σσσσσ

σσ

LL

K
  

  
  . وجود داردMATLABدر نرم افزار  svd(A) = [U,S,V] ر دستو-
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  6مثال
  . را توسط مقادير منفرد تجزيه نماييدAماتريس
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  . را بيابيمTAA بايد بردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريسU×22براي بدست آوردن ماتريس
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   را بدست مي آوريم،TAAابتدا مقادير ويژه ماتريس
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  حال بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از آنها را بدست مي آوريم،.  دو مقدار ويژه حقيقي و متمايز داردTAAماتريس
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  بدست مي آيد، بصورت زير U×22بنابراين ماتريس
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   بشكل زير بدست  مي آيد،U×22متعامد لذا ماتريس 
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 بصورت AATمقادير ويژه ماتريس .  بدست آيدAAT نيز بايد از بردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريسV×33ماتريس
  زير است،

0,10,12 321 === λλλ  
حال بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از آنها را بدست مي .  سه مقدار ويژه حقيقي و متمايز داردAATماتريس
  آوريم،
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   بصورت زير بدست مي آيد،V×33بنابراين ماتريس
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   بصورت زير بدست مي آيد،V×33متعامدماتريس 
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  بصورت زير بدست مي آيد، با استفاده از مقادير منفرد محاسبه شده Σ×32نهايتاً ماتريس
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aنابراين، تجزيه به مقادير منفرد ماتريسب
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  داريم MATLABدر نرم افزار  svd(A) = [u,s,v] دستوربا استفاده از  -
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  تجزيه مقادير منفردكاربردهاي

   
 (fundamental subspaces) بدست آوردن چهار زير فضاي اصلي ماتريس -
 

)(),(),(),( TT ANARANAR  
  

   محاسبه نُرم ماتريس ها-
  
   حل مسئله حداقل مربعات در حالت كلي  ← (pseudo inverse) محاسبه شبه معكوس -
  
   كاهش نويز و فشرده سازي داده ها← پايين  تقريب ماتريس با يك ماتريس رتبه-
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 بدست آوردن چهار زيرفضاي اصلي ماتريس 
  

iii
T AUAVVUA uv σ=→Σ=→Σ=  

  
             

      بردارهاي منفرد راست  بردارهاي منفرد چپ               
 (left singular vectors)         (right singular vectors) 

                        
  . استiσ اندازه اين نگاشت برابر با نگاشت مي شود، كهiu به يك بردار متناظر مانندivهر بردار
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  چهار زيرفضاي اصلي ماتريس
nmAبا در نظر گرفتن مقادير منفرد صفر ماتريس - ×،  
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)( يعني مانند تبديلي است كه فضاي سطرهاAماتريس - TARيعني را به فضاي ستون ها  
)(ARيعني و فضاي پوچي )(ANيعني را به فضاي پوچي چپ )( TANمي نگارد .  
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  7مثال
  .را بدست آوريدAبا استفاده از تجزيه مقادير منفرد پايه هاي چهار زير فضاي اساسي ماتريس
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   ماتريس ها نُرمبدست آوردن

  نُرم يك ماتريس حداكثر بزرگنمايي يا بهره آن را تحت چنين تبديلي نشان مي دهد، -
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  8مثال
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